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Abstract 

Deformation behaviors of polycrystalline metals are quite complex, and we are not easy to directly investigate them; thus, 

analyses employing simple models such as bicrystals are required.  In this study, we conducted crystal plasticity analysis of 

unidirectional tensile tests, using compatible-symmetric-type bicrystal models with the not-inclined grain boundary and 

incompatible-type bicrystal model with the inclined grain boundary; we investigated changes in patterns of geometrically 

necessary dislocation (GND) bans and the density of GNDs in the initial deformation.  In the condition where the grain 

boundary contacted with the constrained faces, GND bans were formed and the distribution was changed with changing the 

inclination angle α of the grain boundary.  In contrast, GNDs were not localized in high density in the condition where the 

grain boundary contacted with the free surfaces; the changes were caused by two-reasons: one was changes of compatibility 

of the bicrystal model with changing the inclination angle α, and the other was that deformation shapes of the bicrystal model 

under tensile loading were changed with changing the inclination angle α and the deformation was constrained by the 

constrained faces.  The compatibility of and average density of GNDs in the bicrystal model could be estimated using 

differences of components of Schmid tensors between the crystal grains. 

Key words : Crystal plasticity analysis, Bicrystal model, Geometrically necessary dislocations, Grain boundary 

inclination, Non-uniform deformation, Schmid tensor 

1. 緒   言 

金属多結晶体の変形挙動は極めて複雑であり，その変形挙動を理解するためには，各結晶粒間で変形と共に生
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じる力学的相互作用を理解する必要がある．この力学的相互作用を理解するためには，まずは現象を単純化して

検討する必要がある．その具体的な試みの一つとして，最も単純な多結晶体である双結晶を用いた研究がある(猪

子, 2011)．双結晶を用いた研究では，結晶方位制御された試料を変形させ，粒界の強度への寄与(万ら, 1991, Hirth, 

1972, Hook and Hirth, 1967a, 1967b)，塑性ひずみの非適合性(Hook and Hirth, 1967b)，塑性変形の結晶方位差依存性

(Zaefferer, et al., 2003)，粒界近傍への転位の堆積(Liang and Dunne, 2009)とそれによる応力集中(Livingston and 

Chalmers, 1957)，粒界と GN転位パターンの関係(Zhang, et al., 1999)等，多方面の研究が実施されてきた．しかし

ながら，双結晶の変形下における現象も極めて複雑であり，様々な現象が重なった結果として変形が観測される

ため，その詳細の理解は容易ではなく，結晶粒間に働く力学的相互作用を理解するためには，より単純化したモ

デルによる解析が必要である． 

数値シミュレーションの手法を用いた解析は，外乱の少ない限定された条件で調査を実施できることから，双

結晶の力学的な相互作用を理解するための強力なツールとなっている．数値シミュレーションを用いた手法は，

分子動力学法（Molecular Dynamics, MD）等の離散的なモデルを用いた手法と，結晶塑性有限要素法等の連続体

モデルを用いた手法に大別される．MDを用いた手法(Cahn and Tayolr, 2004, Cahn, et al., 2006, Hansen, 2004, Ivanov 

and Mishin, 2008, Shibutani, et al., 2013)は，結晶粒界およびその近傍での転位の生成・活動を原子レベルのサイズか

ら詳細に明らかにすることが可能である．しかしながら，その計算コストのために取り扱う事のできる試料のサ

イズは限られている．一方，結晶塑性有限要素法を用いた手法(Liang and Dunne, 2009, Ohashi, 1987, Zaefferer, et al., 

2003)は，結晶粒界での原子の振舞いを詳細に追跡することは困難であるが，MDと比較して大きなサイズの試料

を取り扱えるという利点がある．我々の研究グループの興味の対象は双結晶と実際の多結晶の変形挙動の理解を

結びつける結晶粒レベルのサイズからの理解であり，これまで結晶塑性有限要素法を用いた双結晶の解析を実施

してきた． 

近藤, 大橋（2005a）は，結晶粒間に粒界の面積変化による変形拘束が生じない条件，所謂『適合条件』を満た

す対称双結晶を用いた一軸引張の結晶塑性解析を実施し，適合条件を満たす対称双結晶であっても，外部からの

負荷の与え方や，課せられた力学的境界条件によって，すべり変形に制約が働き，幾何学的に必要な転位（GN

転位，GND：Geometrically Necessary Dislocation）が高密度に堆積した帯状の領域（GN転位帯）を形成すること

を見出した．すなわち，このことは，適合条件を満たす双結晶の一見単純な引張変形においても，その変形は不

均一であることを示している．不均一な変形は，材料の破壊に結びつくことから(Kang, et al., 2013, Tvergaard, 2014)，

これに関する更なる調査は重要である．近藤他（2006）は，弾性異方性の効果や，2 次すべり系の効果，材料に

内在する初期不均一性を考慮することで，現実に対称双結晶で観測される粒界近傍で生じる非対称な変形（微視

的非適合性，Micro-Incompatibility）の再現に成功した．また，Mayama, et al.（2009）は，近藤, 大橋（2005a）と

同様の対称双結晶を用いて，一軸引張-圧縮の繰り返し変形の結晶塑性解析を実施し，GN転位密度の発展は，繰

返し負荷時の最大ひずみ量に大きな影響を受けることを示した． 

上記の様に，単純化した双結晶モデルを用いた結晶塑性有限要素法による解析は，結晶粒間に働く力学的相互

作用や，それにより生じる不均一変形と GN転位の発展等の理解に成果を上げてきた．しかしながら，その一方

で，双結晶を用いた研究は，多結晶体中に存在する結晶粒とは異なる境界条件で変形解析が実施されることや，

制御された結晶方位や整った形状の結晶粒を用いた解析であるため，多結晶体の変形で実際に起こる現象と隔た

りがあるのもまた事実であり，多結晶体の変形挙動をより深く理解するためには，そこで考慮されていない様々

な効果の一つ一つを理解し，その知見を積み重ねていく必要がある．適合型対称双結晶の粒界を負荷方向に対し

て傾斜させた試料を一軸引張変形させた場合，双結晶の対称性の破れから，個々の結晶粒の変形形状は異なるこ

とが予測される．すなわち，この双結晶は『非適合型』となり，双結晶には粒界を通した変形拘束の力学的相互

作用が働くと考えられる．しかしながら，その詳細は不明である．また，変形の際に試料に課される境界条件の

影響を明らかにすることも，双結晶と現実の材料の変形挙動の理解を結びつけるためには必要である．本研究で

は，負荷方向に対する粒界の傾斜と不均一な変形との関係に着目して双結晶の結晶塑性解析を実施し，粒界の傾

斜と GN転位帯の構造の関係および，それに対する拘束条件（境界条件）の影響について調査した．また，双結

晶における GN転位の密度の評価法についても検討を行った． 
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2. 解析方法 

本研究で実施する双結晶の一軸引張解析には，結晶塑性有限要素法解析コード clp (大橋, 1987, Ohashi, 1987, 

1994, 1997, 2005, 近藤, 大橋，2005a, 2005b, 2006a, 2006b, Mayama, et al., 2009, Ohashi and Kondou, 2013)を用いる．

以下に，その解析コード中で，本研究で使用した数値モデルや，材料の幾何モデル，解析条件ついて述べる． 

 

2・1 数値モデル 

すべり系が活動を開始する条件として以下に示す Schmid則を用いる． 

 

  𝜃(𝑛) = 𝑃𝑖𝑗
(𝑛)

𝜎𝑖𝑗 （1a） 

  �̇�(𝑛) = 𝑃𝑖𝑗
(𝑛)

�̇�𝑖𝑗 （1b） 

  𝑃𝑖𝑗
(𝑛)

=
1

2
(𝑣𝑖

(𝑛)
𝑏𝑗

(𝑛)
+ 𝑣𝑗

(𝑛)
𝑏𝑖

(𝑛)
) （2）  

 

ここで，𝜃(𝑛)はすべり系 nの臨界分解せん断応力（CRSS：Critical Resolved Share Stress）であり，式(1a)，(1b)の

右辺は，そのすべり系に作用する分解せん断応力及びその増分である．𝑃𝑖𝑗
(𝑛)
は Schmidテンソル，𝜎𝑖𝑗は Cauchy応

力テンソル，𝑣𝑖
(𝑛)
はすべり面の法線方向の単位ベクトル，𝑏𝑗

(𝑛)
はすべり方向の単位ベクトルである．ひずみ硬化則

は，塑性せん断ひずみの増分�̇�(𝑚)を用いて以下の様に表されるものとする． 

 

 

上式において，ℎ(𝑛𝑚)はひずみ硬化係数，m，𝑛は活動すべり系を意味しており，活動すべり系のみ和を取る．本

解析においては微小変形を仮定し，弾塑性構成式は以下の式(Hill, 1966)に従うものとする． 

 

 

𝑆𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑒 は弾性コンプライアンスである．CRSSは，以下に示す修正した Bailey-Hirsch型の式(Ohashi, 1987)に従うも

のとする． 

 

𝜃0は格子摩擦応力を含む転位強化以外の影響を表す項，𝑎は 0.1程度の数値係数，𝜇はせん断弾性係数，�̃�はバー

ガースベクトルの大きさ，𝜌𝑠
(𝑚)
は𝑚番すべり系における統計的に蓄積する転位（SS転位：Statistically Stored 

Dislocations），Ω(𝑛𝑚)は転位の相互作用の強さを表す係数行列である．SS転位密度の増分は，以下の式を用いて

評価する(Ohashi, 1994)． 

 

 

𝑐は 1のオーダの係数，𝐿(𝑛)は運動転位の平均自由行程である．𝐿(𝑛)は，SS転位密度とGN転位密度𝜌𝐺
(𝑚)
のノルム

‖𝜌𝐺
(𝑚)

‖の増大と共に短くなるという以下のモデルを用いた(Ohashi, 2005)． 

 

  �̇�(𝑛) = ∑ ℎ(𝑛𝑚)�̇�(𝑚)

𝑚

 （3）  

  𝜀�̇�𝑗 = [𝑆𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑒 + ∑{ℎ(𝑛𝑚)}

−1
𝑃𝑖𝑗

(𝑛)
𝑃𝑘𝑙

(𝑚)

𝑚

] �̇�𝑘𝑙 （4）  

  𝜃(𝑛) = 𝜃0 + ∑ Ω(𝑛𝑚)𝑎𝜇�̃�√𝜌𝑠
(𝑚)

𝑚

 （5）  

  �̇�𝑠
(𝑛)

=
𝑐�̇�(𝑛)

�̃�𝐿(𝑛)
 （6）  
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𝑐∗は 10-100程度の値の材料定数であり，𝜔(𝑛𝑚)は転位同士の相互作用の強さを表す係数行列である．GN転位密

度のノルムは，GN転位密度の刃状成分𝜌𝐺,𝑒𝑑𝑔𝑒
(𝑚)

とらせん成分𝜌𝐺,𝑠𝑐𝑟𝑒𝑤
(𝑚)

を用いて以下の様に表される(Ohashi, 1997)． 

 

 

𝜉(𝑚)と𝜁(𝑚)はそれぞれ，すべり面上におけるすべり方向およびそれに垂直な方向を表している．ひずみ硬化係数

は，式(3)および式(5)～(7)を用いて導かれ，以下の様になる(Ohashi and Kondou, 2013)． 

 

 

2・2 双結晶の幾何モデルおよび解析条件 

本解析に用いた試料を図 1に示し，解析に用いたパラメータを表 1に示す．双結晶の一軸引張試験における変

形初期では，弾性的非適合性(猪子, 1980)の効果により粒界近傍より塑性変形が開始するため，弾性異方性は不均

一変形に対して重要な因子である(Hook and Hirth, 1967a, 近藤, 大橋, 2006, 大橋他, 1980)．しかしながら，変形の

進行と共に弾性的非適合性の効果よりも塑性ひずみによる非適合性(Hook and Hirth, 1967b)が不均一変形に対して

支配的となる（付録参照）．そこで，本研究では，解析結果を理解しやすくするため，材料は仮想的な等方弾性

体とする．また，2次すべり系の活動によって生じる加工硬化や形状変化の影響を排除して結果を考察するため，

塑性変形は主すべり系の活動によってのみ進行するものとする． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  𝐿(𝑛) =
𝑐∗

√∑ 𝜔(𝑛𝑚)(𝜌𝑠
(𝑚)

+ ‖𝜌𝐺

(𝑚)
‖)𝑚

 
（7）  

  ‖𝜌𝐺
(𝑚)

‖ = √(𝜌𝐺,𝑒𝑑𝑔𝑒

(𝑚)
)

2
+ (𝜌𝐺,𝑠𝑐𝑟𝑒𝑤

(𝑚)
)

2
 （8）  

  𝜌𝐺,𝑒𝑑𝑔𝑒
(𝑚)

= −
1

�̃�

𝜕𝛾(𝑚)

𝜕𝜉(𝑚)  （9）  

  𝜌𝐺,𝑠𝑐𝑟𝑒𝑤
(𝑚)

=
1

�̃�

𝜕𝛾(𝑚)

𝜕𝜁(𝑚)  （10）  

  ℎ(𝑛𝑚) =
𝑎𝜇𝑐Ω(𝑛𝑚)

2𝐿(𝑚)√𝜌𝑠
(𝑚)

=
𝑎𝜇𝑐Ω(𝑛𝑚)

2𝑐∗
√

∑ 𝜔(𝑚𝑘)(𝜌𝑠
(𝑘)

+ ‖𝜌𝐺

(𝑘)
‖)𝑘

𝜌𝑠
(𝑚)  （11）  

Fig. 2  Definition of Euler angles κ, θ and 𝜙. Fig. 1  Schematic of a bicrystal model.  α is the angle 

between the grain boundary plane and tensile 

direction.  v is the slip plane normal vector and 

b is the slip direction vector. 

Grain1 Grain2 
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3つの単位ベクトル[100]，[010]，[001]を基本ベクトルとする結晶座標系と全体座標系(x1, x2, x3)の回転関係は，

Euler角の組(𝜅, 𝜃, 𝜙)を用いて図 2の様に表し，それは以下の式により表現できる． 

 

 

本研究で用いる双結晶試料に与える結晶方位を表 2に示す．負荷方向に対してすべり面の成す角が 45°の時に

は，GN転位帯は発生せず，一方，すべり面の成す角が 44°および 46°の場合は，GN転位帯が形成するのが確認

されている(近藤, 大橋, 2005a, 2005b)．本研究では，すべり面の成す角が 44°となる様に Euler角を決定した．境

界条件は，試料下面を x2軸方向固定とし，試料上面に対して公称ひずみ 1 %の強制変位を x2軸方向に与える．上

記条件で，双結晶の粒界の傾斜角 αを 0～90°の範囲で変化させて一軸引張の解析を実施する． 

 

 

 

 

3. 解析結果と考察 

3・1 GN転位帯の形成と分布 

近藤, 大橋（2005b）は，粒界に傾斜のない（粒界の傾斜角 α = 0°の）適合型対称双結晶の一軸引張変形解析を

実施し，主すべり方向と負荷方向の成す角が 44°の時において，試料上面と粒界との交点より約 45°方向に伸びる，

ほぼ刃状成分から成る負のGN転位帯が発達するという結果を得た．一方で，近藤, 大橋（2005a）は，それと同

様の結晶方位で，結晶粒界と試料の上面および下面が平行な適合型双結晶の場合（粒界の傾斜角 α = 90°の場合），

(

[100]

[010]

[001]
) = (

− sin 𝜃 cos 𝜙 cos 𝜃 sin 𝜃 sin 𝜙
sin 𝜅 cos 𝜃 cos 𝜙 + cos 𝜅 sin 𝜙 sin 𝜅 sin 𝜃 − sin 𝜅 cos 𝜃 sin 𝜙 + cos 𝜅 cos 𝜙
cos 𝜅 cos 𝜃 cos 𝜙 − sin 𝜅 sin 𝜙 cos 𝜅 sin 𝜃 − cos 𝜅 cos 𝜃 sin 𝜙 − sin 𝜅 cos 𝜙

) (

𝑥1
𝑥2
𝑥3

) （12）  

Table 1  Material parameters employed in the present simulations. 

Table 2  Crystal orientations and Schmid factors and tensors. 
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GN転位帯は形成されないという結果も得ている．本節では，粒界の傾斜角 αの変化とともに，GN転位帯の分布

がどの様に変化するかを調査する． 

図 3に，公称ひずみ𝜀2̅2= 1%時における，主すべり系の GN転位密度の刃状成分の分布を示す．これらの図にお

いて，図の見やすさのため，カラーバーの示す最大値以上の値は最大値と同色，最小値以下の値は最小値と同色

とした．本解析において，GN転位はほぼ刃状成分から成ることを確認済みである． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

GN転位帯の分布を観察する．粒界が試料の上面および下面と交わる場合（図 3 (a)-(f)），粒界の傾斜角 αの大

きさに関わらず，GN転位帯が粒界と試料の上面または下面の交わる箇所から伸びていることが観察できる．こ

れは，近藤, 大橋（2005a, 2005b）が適合型対称双結晶（粒界の傾斜角 α = 0°）で得た結果と同様である．本解析

に用いた試料の上および下に，他の結晶粒が存在すると仮定すると，この位置は粒界 3重点（3重線）の位置で

あり，そこからGN転位帯が伸びていることになる．3重結晶を用いた解析(近藤, 大橋, 2006b, Mayama, et al., 2009, 

Ohashi and Kondou, 2013)でも同様の場所に GN転位帯が形成されるのが観察されている．一方，粒界の傾斜が大

きく，粒界が試料の側面と交わる場合（図 3 (g), (h)）は，GN転位の密度は低く，粒界の傾斜角 α = 90°の場合は，

近藤, 大橋（2005）の結果と同様に，GN転位帯は形成されなかった． 

GN転位帯の分布をより詳細に調べると，上記の粒界 3重点の位置から伸びる負のGN転位帯以外にも GN転

位帯が形成されているのが観察でき，それらは粒界が傾斜した場合に分布が変化するのが確認できる．GN転位

帯の分布を模式的に示したものを図 4に示す．粒界 3重点の位置から伸びる負のGN転位帯以外の GN転位帯に

対象を絞って観察すると，Grain1側では，粒界の傾斜角 α = 45°近傍の場合（図 3 (c), (e), 図 4 (c), (e)），粒界近傍

に符号が正の GN転位帯が形成されている．Grain2側では，粒界の傾斜の増加と共に試料の右上から正の GN転

位帯が発達し（図 3 (b), 図 4 (b)），さらに粒界の傾斜角 αが大きくなると粒界 3重点から伸びる負の GN転位帯

と隣接する（図 3 (c)-(e), 図 4 (c)-(e)）．しかしながら，粒界の傾斜角 αがさらに大きくなり，粒界と試料側面が

Fig. 3  Density distributions of edge components of geometrically necessary dislocations 𝜌𝐺,𝑒𝑑𝑔𝑒
(𝑝𝑟𝑖𝑚𝑎𝑟𝑦)

 on the primary slip 

system when norminal strain 𝜀2̅2= 1 %.  (a)α = 0°, (b)α = 20°, (c)α = 40°, (d)α = 45°, (e)α = 46°, (f)α = 60°, 

(g)α = 70° and (h)α = 90°. 

1.0 

-1.0 

[μm-2] 

(e) (f) (g) (h) 

(a) (b) (c) (d) 

x
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(a) (b) (c) 

(d) (e) (f) 

Fig. 4  Schematic of the GND bands shown in the Fig. 3.  (a)α = 0°, (b)α = 20°, (c)α = 40°, 

(d)α = 45°, (e)α = 46° and (f)α = 60°. 
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交わる条件の場合（図 3 (g), (h)），粒界 3重線から伸びるGN転位帯の場合と同様に，これらの GN転位帯も形

成されない． 

以上より，GN転位帯の分布は粒界の傾斜角 αの変化と共に変化し，特に，粒界が試料上面および下面と交わ

る場合と，試料側面から抜け出る場合では，GN転位の堆積の仕方が大きく変化することがわかった．GN転位は，

ひずみにこう配のあるところに存在する転位である．したがって，この GN転位帯の分布の変化は，粒界の傾斜

角 αの変化によって，ひずみの分布が変化したことを反映したものである．次節では，粒界の傾斜に伴うひずみ

の分布の変化を調査することにより，GN転位帯の分布の変化原因を調査する． 

 

3・2 ひずみの分布と GN転位の分布 

 本解析では，GN転位帯の分布は，粒界の傾斜角 αの変化と共に変化した．本節では，主すべり系の塑性せん

断ひずみ𝛾(𝑝𝑟𝑖𝑚𝑎𝑟𝑦)と GN転位密度𝜌𝐺,𝑒𝑑𝑔𝑒
(𝑝𝑟𝑖𝑚𝑎𝑟𝑦)

の分布を比較しながら観察する．図 5に，主すべり系における塑性

せん断ひずみの分布を示す．塑性せん断ひずみの分布（図 5）と GN転位密度の分布（図 3）を比較すると，塑性

せん断ひずみのすべり方向へのこう配が大きいところに，GN転位帯が形成されており，そのこう配が急な場所

ほど，その密度が高いことが確認できる．粒界の傾斜角 αと塑性せん断ひずみのこう配の大きさの関係に着目す

ると，粒界の傾斜角 α = 45°近傍までは，αが大きくなると，塑性せん断ひずみのこう配は大きくなり，それを超

えて αが大きくなると，そのこう配は緩やかになる傾向にあることがわかる．さらに粒界の傾斜角 αが大きくな

り，粒界が試料側面と交わる条件の場合（図 5 (g)），各々の結晶粒で塑性せん断ひずみはほぼ一様となる．さら

に粒界の傾斜角が大きくなり，粒界が試料上面および下面と平行になると，試料全体で塑性せん断ひずみは一様

となる（図 5 (h)）．粒界の傾斜と共におこる GN転位密度分布の変化（図 3）は，この塑性せん断ひずみの分布

の変化を反映したものである． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

粒界の傾斜と共に，塑性せん断ひずみの分布が変化する原因は，粒界が傾斜することにより，2 つの結晶粒の

形状が変化するため，それらが負荷を受けた際の変形形状も変化するためであると考えられる．すなわち，粒界

の傾斜角 αの変化と共に起る双結晶の非適合性の変化により，その粒界面の形状を一致させるために変形の不均

一性は変化する．さらに，試料上面および下面では負荷方向に垂直な平面を保つ必要があり，粒界の傾斜と共に

変化する試料の変形はその上面および下面で拘束されるため，塑性せん断ひずみの分布は粒界の傾斜と共に変化

し，これによっても変形の不均一性は変化する． 

以上より，本解析では，i）双結晶の非適合性によって粒界面に生じる変形拘束と，ii）試料上面と下面の変形

拘束により，変形に不均一性が導入されて GN転位帯が形成されることがわかる．また，双結晶の変形拘束のさ

れ方およびその強さは粒界の傾斜角 αの変化と共に変化するため，変形の不均一性が変化して GN転位密度の分

布と密度（図 3）も変化することがわかる．次節では，粒界の傾斜と GN 転位の密度の関係について，より定量

的に調べる． 

 

3・3 GN転位密度の Schmidテンソルによる評価 

(a) (b) (c) (d) 

(e) (f) 

0.02 

0.015 

 

Fig. 5  Distributions of slip strain 𝛾(𝑝𝑟𝑖𝑚𝑎𝑟𝑦) on the primary slip system when norminal strain 𝜀2̅2= 1 %.  (a)𝛼= 0°, 

(b)𝛼= 20°, (c)𝛼= 40°, (d)𝛼= 45°, (e)𝛼= 46°, (f)𝛼= 60°, (g)𝛼= 70° and (h)𝛼= 90°.  b is the slip direction vector. 
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 粒界の傾斜角の変化と共に双結晶の非適合性の強さは変化し，個々の結晶粒の変形形状を粒界面で一致させる

ための変形拘束と，試料に課せられた変形拘束が，塑性せん断ひずみのこう配の大きさを変化させる．そのこう

配の変化と共にGN転位密度の大きさも変化する．ここでは，双結晶が変形した際の，それを構成する結晶粒の

ひずみの違い，すなわち双結晶の非適合性の強さの違いが GN転位密度に与える影響について調べる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

まず，粒界の傾斜角 α = 0°の適合型対称双結晶の場合を考える．本解析では，個々の結晶粒は物性値に不均一

性がないため，2つの結晶粒（Grain1と Grain2）を粒界で切り離して x2軸方向に一軸引張変形させた場合，粒界

に傾斜がなければ変形は均一に起こる．塑性せん断ひずみを γとすると，単一すべりの場合，全体座標系 x1-x2-x3

における塑性ひずみは，𝜀𝑖𝑗
𝑝

= 𝛾𝑃𝑖𝑗
(𝑝𝑟𝑖𝑚𝑎𝑟𝑦)

と表せる．Grain1と Grain2の主すべり系における Schmidテンソルをそ

れぞれ 𝑃𝑖𝑗
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1， 𝑃𝑖𝑗

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2と置くと，Grain1と Grain2では，表 2より，Schmidテンソルの垂直成分は等しく，その

せん断成分は，x2軸方向に関しては x2軸と x3軸の作る面に関して対称であり，x3軸方向成分はゼロであることか

ら，以下の関係が成り立つ． 

 

 

以上より，Grain1と Grain2の塑性ひずみをそれぞれ𝜀𝑖𝑗
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1

，𝜀𝑖𝑗
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2

とすると，本双結晶は，𝜀22
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 = 𝜀22

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2，

𝜀33
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 = 𝜀33

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2， 𝜀23
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 = 𝜀23

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2の条件を満たす適合型であることがわかる．本適合条件は，試料上下端面を

平面にする条件を満たしているので，𝜀12
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1と𝜀12

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2の符号の違いが GN転位帯の形成をもたらす（近藤, 大橋, 

2005a）．また，双結晶を構成する結晶粒の Schmid因子が等しい場合，物性値に不均一性がなければ，個々の結

晶粒の変形を考えた場合の塑性せん断ひずみ γが等しいことから，その適合条件は Shmidテンソルを用いて評価

できることがわかる． 

次に，傾斜した粒界から見たときの 2つの結晶粒の非適合性について調査するため，x3軸回りに粒界の傾斜角

αだけ回転した座標系 x1’-x2’-x3から見た場合の Schmidテンソルについて考える．図 6に座標系 x1-x2-x3と x1’-x2’-x3

の回転関係を示す．この“粒界座標系”において，結晶方位は，元の座標系から反時計回りに角度 αだけ回転した

様に見える．粒界座標系から見た時の Grain1の Schmidテンソル𝑷𝑅𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1
は，全体座標系における Schmidテンソ

ル𝑷𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1と回転行列： 

 

  𝛾𝑃11
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 = 𝛾𝑃11

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 

  𝛾𝑃22
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 = 𝛾𝑃22

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 

  𝛾𝑃33
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 = 𝛾𝑃33

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 = 0 

  𝛾𝑃12
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 = −𝛾𝑃12

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 

  𝛾𝑃23
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 = 𝛾𝑃23

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 = 0 

（13）  

Fig. 6  Schematic of the rotation relation between global 

coordinate system x1-x2-x3 and grain boundary 

coordinate system x1’-x2’-x3. 

Grain1 Grain2 
Grain1 

Grain2 

Fig. 7  Schematic of deformation shapes under tensile 

loading.  (a) 𝛼= 0° and (b) 𝛼= 90°. 

(a) (b) 
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を用いて， 

 

 

と表せる．ただし，Tは転置を表す．したがって，Grain1側の粒界座標系での Schmidテンソルは， 

 

 

となる．同様にして，Grain2側での粒界座標系から見た時の Schmidテンソルは， 

 

 

となる．したがって，粒界座標系における Grain1と Grain2の塑性ひずみを，それぞれ𝜀𝑅
𝑖𝑗
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1

= 𝛾𝑃𝑅
𝑖𝑗
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1

，

𝜀𝑅
𝑖𝑗
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2

= 𝛾𝑃𝑅
𝑖𝑗
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2

 とおくと，粒界に傾斜がある（α ≠ 0°，90°）場合， 𝜀𝑅
22
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1

≠ 𝜀𝑅
22
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2

となり，非適合型

となる． 

近藤, 大橋（2005b）は，適合型双結晶に生じる GN転位密度のノルムが Schmidテンソルを用いて評価できる

ことを示した．ここでは，粒界座標系での Schmidテンソルを用いて，非適合型双結晶の GN転位密度のノルム

の評価を試みる．式(16)と(17)より求めた Grain1と Grain2の粒界座標系における Schmidテンソルの粒界傾斜依存

性を図 8に示し，本解析より得られた GN転位密度ノルムの平均の粒界傾斜依存性を図 9に示す． 

粒界座標系における Schmidテンソルの成分の値（図 8）は，Grain1と Grain2で，粒界の傾斜角 αの変化と共

に類似の変化を示すが，僅かな差が見られる．この僅かな差が，双結晶のひずみの不均一性を変化させ，GN転

位密度を変化させる．まず，Schmidテンソルの垂直成分（𝑃𝑅
22
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1

，𝑃𝑅
22
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2

）に注目すると，粒界の傾斜が 45°

に近づく程，Grain1と Grain2でその差が大きいことがわかる．このことは，粒界の傾斜が 45°近傍の場合に，結

晶粒個々の変形を考えた場合の，Grain1と Grain2での粒界面の形状（面積）の差が大きく異なることを意味する．

  𝑹 = (
cos 𝛼 sin 𝛼 0

− sin 𝛼 cos 𝛼 0
0 0 1

) （14）  

  𝑷𝑅𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1
= 𝑹𝑇𝑷𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1𝑹 （15）  

  𝑃𝑅
11
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1

= 𝑃11
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 cos2 𝛼 + 𝑃22

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 sin2 𝛼 − 𝑃12
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 sin 2𝛼 

  𝑃𝑅
22
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1

= 𝑃11
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 sin2 𝛼 + 𝑃22

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 cos2 𝛼 + 𝑃12
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 sin 2𝛼 

  𝑃𝑅
33
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1

= 𝑃33
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 = 0 

  𝑃𝑅
12
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1

=
1

2
(𝑃11

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 − 𝑃22
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1) sin 2𝛼 + 𝑃12

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 cos 2𝛼 

  𝑃𝑅
13
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1

= 𝑃13
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 cos 𝛼 − 𝑃23

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 sin 𝛼 = 0 

  𝑃𝑅
23
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1

= 𝑃13
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 sin 𝛼 − 𝑃23

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 cos 𝛼 = 0 

（16）  

  𝑃𝑅
11
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2

= 𝑃11
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 cos2 𝛼 + 𝑃22

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 sin2 𝛼 − 𝑃12
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 sin 2𝛼 

= 𝑃11
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 cos2 𝛼 + 𝑃22

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 sin2 𝛼 + 𝑃12
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 sin 2𝛼 

  𝑃𝑅
22
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2

= 𝑃11
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 cos2 𝛼 + 𝑃22

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 sin2 𝛼 + 𝑃12
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 sin 2𝛼 

= 𝑃11
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 cos2 𝛼 + 𝑃22

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 sin2 𝛼 − 𝑃12
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 sin 2𝛼 

  𝑃𝑅
33
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2

= 𝑃33
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 = 0 

  𝑃𝑅
12
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2

=
1

2
(𝑃11

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 − 𝑃22
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2) sin 2𝛼 + 𝑃12

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 cos 2𝛼 

=
1

2
(𝑃11

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 − 𝑃22
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1) sin 2𝛼 − 𝑃12

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1 cos 2𝛼 

  𝑃𝑅
13
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2

= 𝑃13
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 cos 𝛼 − 𝑃23

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 sin 𝛼 = 0 

  𝑃𝑅
23
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2

= 𝑃13
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 sin 𝛼 − 𝑃23

𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2 cos 𝛼 = 0 

（17）  
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塑性変形によって生じた粒界面の形状の差を埋めるためには，GN転位が必要である．GN転位密度ノルムの平均

（図 9）は，粒界の傾斜が 45°近傍で高い値となり，本解析結果はこのことと符合する． 

次に，Schmidテンソルのせん断成分（𝑃𝑅
12
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛1

，𝑃𝑅
12
𝐺𝑟𝑎𝑖𝑛2

）（図 8）に注目すると，粒界の傾斜角 α = 45°の場

合は，その差はゼロであることがわかる．このことは，GN転位密度の分布にも影響を与え，粒界の傾斜角 α = 45°

の場合は，GN転位密度は，その近傍の傾斜を有する場合よりも低い値を示す．粒界の傾斜がない場合（α = 0°，

90°）には，Grain1と Grain2での Schmidテンソルのせん断成分の差が最大となる．しかしながら，α = 90°の時は，

Schmidテンソルのせん断成分の差は最大であるが，試料上面と下面に課せられた境界条件により変形が拘束され

ることがないため（図 7），この場合は GN転位は発生しない． 

本解析条件における Schmidテンソルの成分の値の差（すなわち，双結晶の粒界面の形状を一致させるための

変形拘束の強さ）と試料上面と下面に課せられた変形拘束のどちらが GN転位の堆積に大きく寄与するのかを調

査する．GN転位密度ノルムの平均（図 9）を見ると，粒界と試料の上面および下面が交わる場合には GN転位の

密度が高くなる．一方，粒界が試料側面と交わる条件（粒界の傾斜角 αが大きい条件）の場合には，非適合性が

強いほど GN転位の密度は高くなるが，粒界と試料の上面および下面が交わる条件の場合と比較して，その値は

低いことがわかる．これは，双結晶は粒界を境にして異なる形状に変形しようとするから，粒界近傍を平面に保

つためには強い変形拘束が必要であり，本解析条件においては試料上面および下面に課せられた拘束条件が，双

結晶の非適合性よりも GN転位の堆積に大きく寄与することを意味する． 

以上より，粒界が傾斜した場合に GN転位密度の高さが変化するのは，双結晶の非適合性の強さの違いと試料

上面および下面での変形拘束が原因であり，GN転位密度のノルムの高さは粒界座標系から見たときの Schmidテ

ンソルの値の差で見積もることができることがわかる．また，本解析で用いた双結晶の一軸引張試験の場合，そ

の粒界の傾斜角の変化に起因した非適合性の強さの変化自体よりも，それによって生じる形状変化が境界によっ

て拘束されることが，GN転位の堆積量へ与える影響が大きいこともわかる．ただし本解析結果は，単一すべり

を仮定した計算モデルを用いて得られたものであることは留意する必要がある． 

本解析では，対称双結晶の粒界を傾斜させた場合の非適合性や，双結晶の境界に課される変形拘束が不均一変

形および形成するGN転位帯のパターン，GN転位の密度に与える影響を明らかにした．これらの結果は，多結

晶体中に存在する傾角粒界を有する結晶粒の変形挙動の理解に繋がるものである．また，双結晶の GN転位密度

の Schmidテンソルを用いた評価方法についても示した．本評価方法は，双結晶の非適合性の強さを評価するこ

とにより GN転位の堆積のしやすさを評価するものであり，本研究で実施した様な二次元的な解析だけでなく，

三次元の解析にも適用可能だと考えられる．今後は，この三次元の解析における本評価手法の有用性についても

調査する必要がある． 
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4. 結   言 

本研究では，適合型の対称双結晶および，その粒界が負荷方向に対して傾斜した非適合型の双結晶を用いて，

一軸引張の結晶塑性解析を実施し，形成する GN転位帯および GN転位密度の変化を調査した．結果をまとめる

と以下の様である． 

（1） 粒界と試料上面および下面とが交わる条件の場合，その交点を粒界 3重点（線）と考えると，粒界 3重

点の位置から結晶粒内部方向へ伸びる GN転位帯が，粒界の傾斜角の変化に関わらず形成された．しか

しながら変化も見られ，上記 GN転位帯以外にもGN転位帯は形成され，粒界の傾斜角が変化するとそ

の分布も変化した．この原因は，粒界の傾斜角の変化により試料の変形形状も変化し，それが境界によ

って拘束されることにより，変形の不均一性が変化するためであった． 

（2） 粒界に傾斜のない適合型の対称双結晶の場合に比べて，粒界の傾斜した非適合型の双結晶の場合の方が，

変形の不均一性が強くなり，非適合性が強い場合ほど，GN転位の密度は高くなった． 

（3） 本解析で用いた双結晶の GN転位の密度の高さは，粒界の傾斜と共に回転する座標系での Schmidテンソ

ルを考え，その成分の結晶粒間での差を用いて評価できることがわかった． 

（4） 本研究で用いた双結晶の場合，双結晶の非適合性の変化自体よりも，それによって生じた双結晶の形状

変化が，課せられた境界条件によって拘束されることが，GN転位の堆積量へ与える影響が大きいことが

わかった． 
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付録 弾性異方性を考慮した双結晶塑性解析 

 弾性異方性の効果が GN転位の堆積に与える影響を調査するため，本研究で実施した解析条件から，弾性係数

のみを変化させて解析を実施した．弾性係数は，純 Cuと同様のものを用いた．図 10，11は，その解析結果であ

り，共に GN転位密度の刃状成分を示している．図 10は粒界の傾斜角 α = 0°の場合であり，図 11は α= 45°の場

合である．これらの図において，図の見やすさのため，カラーバーの示す最大値以上の値は最大値と同色，最小
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値以下の値は最小値と同色とした． 

 解析結果を観察すると，弾性異方性の効果により，粒界近傍から塑性変形が開始し，粒界に符号が正の GN転

位が堆積する（図 10 (a)，図 11 (a)）．しかし，変形が進行すると，塑性変形によって生じる結晶粒の形状変化が

双結晶に非適合性を生み，これが不均一変形に対して支配的となるため，本論で実施した等方弾性体の解析の場

合と同様に，粒界と試料上面との交点より粒内部方向へ，符号が負の GN転位帯が発達するのが確認できる（図

10 (b) (c), 図 11 (b) (c)）． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 10  Density distributions of edge components of geometrically necessary dislocations 𝜌𝐺,𝑒𝑑𝑔𝑒
(𝑝𝑟𝑖𝑚𝑎𝑟𝑦)

 on the 

primary slip system when α = 0°.  (a) 𝜀2̅2= 0.1 %, (b) 𝜀2̅2= 1.0 % and (c) 𝜀2̅2= 5.0 %. 

(a) (b) (c) 

Fig. 11  Density distributions of edge components of geometrically necessary dislocations 𝜌𝐺,𝑒𝑑𝑔𝑒
(𝑝𝑟𝑖𝑚𝑎𝑟𝑦)

 on the 

primary slip system whenα = 45°.  (a) 𝜀2̅2= 0.1 %, (b) 𝜀2̅2= 1.0 % and (c) 𝜀2̅2= 5.0 %. 

(a) (b) (c) 
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